PARAL'LELISME 1 CURVATURA EN UNA
VARIETAT QUALSEVOL

I. PARAL'LELISME SUPERFICIAL

Considerem una varietat de dues dimensions, és a
dir, una superficie o; un punt P en ella amb el seu pla
tangent &, i una direccié determinada, d’origen P i con-
tinguda en &, és a dir, tangencial a 6. La direcci6 podra
venir individualitzada pel corresponent versor (vector uni-
tari) #, de manera que en el successiu, en dir simplement
direcci6 u, sera entesa la direccié quin versor és u.

Sigui P; un altre punt qualsevol de o, i sigui &, el
pla tangent a ¢ en el punt P,.

Si la superficie és desenrotllable, és evident que pot
establir-se entre les direccions tangencials d’origen P i
.. les direccions tangencials d’origen P, una correspondéncia
per parallelisme, anomenant paralllela a u en sentit
superficial la u, que esdevé parallela a # en sentit or-
dinari en fer el desenrotllament de la superficie ¢ sobre
d’un pla.

Aquest criteri és inaplicable al cas d’una superficie
no desenrotllable (tal com I’esfera entre les més senzilles),
mes sembla oportd cercar-ne una generalitzacié conve-

[
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nient. S’hi arriba de la manera més senzilla afegint als
elements de posici6 anteriors una llei de relligament,

arbitraria a priori; de tal manera, per exemple, que,
suposant deduit P, pel seguiment PP, d’una corba de-
terminada de transport T, i considerant la desenrotllable
circumscrita o a la superficie ¢ al llarg de T, el paral-
lelisme respecte a ¢ al llarg de T vingui referit al paral-
lelisme respecte a ox.

2. PRIMERES CONSEQUENCIES
EQUIPOL'LENCIA SUPERFICIAL DE VECTORS

Una conseqiiéncia obvia de la definicié precedent és
que, al revés del que s’esdevé amb les desenrotllables,
la parallela a % en el punt P, no ve determinada univo-
cament per les posicions de P i P,, i la direcci6 de %, siné
que depén, en general, de la corba de transport. Es a
dir que la nocié de paral-lelisme aix{ introduida és semblant
ala de treball en la qual intervé la integral d’una expressié
de la forma X,dx; 4 X,dx,; expressi6 en la qual %, i x,
s6n coordenades de qualsevol classe en la superficie g, i
el qual valor, el de la integral, pres entre dos punts P i P,
varia també, en general, en variar la linea T d’integracié.
Solament en el cas en qué X,dx, + X,d%, sigui un dife-
rencial exacta, el treball no depén del cami o corba d’in-
tegracib.

Tornant al parallelisme al llarg de T, es veu im-
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mediatament que, donades dues direccions @ i b eixint
del punt P, les dues direccions paral-leles eixint de P,, i
que anomenarem «, i b,, formen entre si el mateix angle
que a i b. Perqué, d’'una banda, en el pla en el qual
es desenrotlli o es retroba el paral-lelisme ordinari entre
aiay, bib, iper altra és sabut que el desenrotllament
no altera els angles. .

En ¢o que s’ha vingut dient fins ara, s’és tractat sols
de direccions, de versors. Mes idéntiques construccions
que les indicades pel pas de # a u, poden aplicar-se a un
vector tangencial R de llargada qualsevol R. Si és anome-
nat # el versor corresponent, tindrem R = Ru i el vector
paral‘lel sera R, = Ru,, és a dir, un vector aplicat a P,
amb la mateixa llargada que R, mes amb la direcci6 de «,.
Dels dos vectors R i R, es dira que sén equipol-lents amb
referéncia al cami T.

Aquesta nocié d’equipol-léncia superficial és referible
al paral‘lelisme, és a dir que sén equipol‘lents dos vectors
tangencials quan sén paral‘lels i tenen la mateixa llar-
gada.

El cas en qué T és una geodésica té especial interés.
Del fet de ser T geodésica respecte a ¢ se’n treu que també
ho és per oy, ja que els plans osculadors de T, essent nor-
mals a ¢ (propietat especifica de les geodésiques), ho han de
ser a o, que té els mateixos plans tangents i, per tant,
les mateixes normals que ¢. En desenrotllar ¢, la geo-
désica es transforma en una recta. Per tant, sila direcci6
que es transporta per parallelisme al llarg de T ésla de T
mateixa, o sia la de la seva tangent en el punt P, la di-
recci6 paral'lela sera en tot punt tangent a la geodeésica.
Amb altres paraules, la geodésica ¢ la propictat que els
seus elements tenen dirveccions paralleles respecte del
transport al llarg de la mateixa geodésica.

Aquest enunciat és una extensié a les superficies de
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qualsevol naturalesa d’aquella intuici6 primordial que,
referint-se a la recta, tradueix Euclides amb les paraules
eddeix ypappf &otly fitig &€ Toou tolc &p’dautiic oquelots xelrat.

3. TRANSPORT INFINITESIMAL
FORMA DIFERENCIAL DE LA LLEI DE PARAL'LELISME

Sigui P; un punt de la superficie indefinidament
prop de P. El cami PP, queda aix{ reduit a l'arc ele-
mental PP,; arc que, salvant indefinidament petits d’ordre
superior al primer, queda unfvocament determinat pels
extrems P i P,. En desenrotllar, el pla &, gira al voltant
de la generatriu 7, que és la recta d’intersecci6 de @ i @,.
Es sabut que la direcci6 de 7 és la conjugada de PP, en
el punt P o P, (la diferéncia és infinitesimal). Sera
anomenat —w el vector infinitesimal parallel a r que
figura en direccié i sentit la rotacié elemental en rebatre
@, sobre @ Inversament o és la rotaci6 que retorna a
@,, del pla de rebatiment &, a la seva posicié natural de
tangéncia en el punt P;. Sigui % una direccié qualsevol
eixint de P. Per obtenir la parallela tangencial %, és
tragara la parallela ordinaria en el pla del desenrotlla-
ment, després es portard %, a la seva posici6 en el pla @,
desfent el rebatiment. Es a dir, u, s'obté per rotaci6
o de . Segons les nocions més elementals de Cinema-
tica, si du és el vector diferencial entre %, i %, designant
per A® el producte vectorial, tindrem

du = wA\u .

Els vectors v i % pertanyen al pla &, i, per tant,

1. La notaci6 A per a representar el producte vectorial o extern
és la de Marcolongo i Burali-Forti, avui molt estesa i usada.
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du és perpendicular al dit pla, a no ésser que sigui nul.(9
Per tant, si v és un versor de &, el producte escalar

(1) TtXdu=o0 .

Aquesta expressié diu que els dos productes = X %, i
t X # difereixen sols per infinitésims d’ordre superior al
primer. Tractant-se de vectors unitaris, la igualtat dels
productes T X %, i-t X # implica la dels angles, o sia
la parallela %, a # forma amb una direcci6 qualsevol
v tangencial en P el mateix angle que # (o bé millor la
diferéncia és d’ordre infinitesimal superior al primer).

Reciprocament, la propietat angular que s’esmenta,
i amb ella la (1) és caracterfstica, de manera que pot do-
nar-se com a definicié (diferencial) del paral-lelisme a la
superficie. Per provar-ho, observi’s en primer lloc que,
havent de ser zero t X du per a qualsevol direcci6 © de
&, du sera necessariament perpendicular al pla o bé nul.
Per altra part, %,, és a dir, » 4 du ha de pertanyer al
pla ®,. Descomponent % en un vector parallel al pla
@, i altre vector perpendicular al pla @, restaran ben
determinades les components #; i du de

u=u, — du,

i definit, per consegiient, el vector u,.

I. Aquesta circumstancia es presenta quan la direcci6 de u# i la
de o coincideixen. La direccié de @ és, com ja hem dit, la conjugada
de PP;. En tal cas, i sols en tal cas, la paral-lela superficial coincideix
amb la paral-lela euclidia. Aquesta observaci6é es deu al Prof. Bom-
piani qui n’ha tret partit, en un cert treball en premsa, per a gene-
ralitzar la teoria dels sistemes conjugats en les superficies pertanyent
a espais no euclidis.
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4. DESPLAGAMENTS VIRTUALS. EQUACIS SIMBOLICA

Es pvt donar a l'expressi6 (1) una forma diversa
introduint en lloc del versor © un desplagament virtual
respecte de la superficie s, és a dir, un 3P qualsevol,
infinitésim, dirigit tangencialment i eixint de P. Un
valor tal com 3P és sempre representable en la forma
et, designant per ¢ 'amplitud. Bastara multiplicar (1)
per e i s’obtindra

(') du X 3P = o,

que recorda el principi dels treballs virtuals.

1, aixi com aquest compendia la definici6é d’acceleracié
(increment de velocitat), en el pas d’un instant a l'indefi-
nidament vei, la (1’), més senzilla encara, compendia la
variacié del versor # en l'espai quan aquesta direcci6
ve transportada de P a P; per paral'lelisme superficial,
essent P, indifinidament prop de P.

Introduint un sistema de coordenades cartesianes
0y,Y5ys, 1 anomenant «, (v =1, 2, 3) els cossinus di-
rectors de #, i 3y, a les components d’'un desplagament
virtual 3P, la (1) pot venir subtituida per la relacié
escalar equivalent

3

2) 2 | dadys = o,

I

amb la qual es poden considerar definits els increments
dels cossinus «,

Per al d’un transport finit al llarg d’una corba T,
de la qual s representi I'arc, els cossinus «, de la direccié
u podran ser considerats com a funcions de s, i les de-
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da, i
rivades —d—=a.,' tindran en tot punt de T valors de-
s

finits per I’equacié simbolica

3
(2’) z ,a8y, =0
equivalent a la (1), o si es vol a la construccié geomeétri-
ca indicada a propdsit de la desenrotllable os.

5. CARACTER INTRINSEC DE LA NOCI6 DE PARAL'LELISME

Si la corba de transport T és una geodésica, el paral-
lelisme depén tan solament de la superficie ¢ per la na-
turalesa de l'element lineal ds?, mes no per la configu-
raci6 de la superficie en l'espai, com podria deixar en-
tendre la construcci6 geométrica que fa us d’aquest
espai, o la férmula (2) referida també al dit espai.

Per provar-ho, recordi’s la propietat general de la
conservacié dels angles, aixi com la propietat especial
de les geodésiques que conserven la direcci6 propia, de
la qual cosa es dedueix que la parallel u, en el punt P,
a una direcci6 donada # eixida de P, pot considerar-se
determinada per la doble condicié de pertanyer a ¢ i de
formar amb la geodésica en el punt P, el mateix angle
que % forma amb la geodésica en el punt P I aquestes
propietats angulars depenen tan sols de la métrica de o.

Pot estendre’s al cas general la consideracié anterior
relativa a una geodésica imaginant dividida la corba de
transport de P a P, en una série de transports elementals,
en cada un dels quals l’alteraci6 elemental que sofreix la
direcci6 de # ve definida per la posicié dels extrems de
I'element d’arc, sense que influeixin els elements veins.
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I com que per a un arc geodésic, l'alteracié és intrinseca,
és a dir, depén tan solament del dst de la superficie ¢ i
no de la forma d’aquesta en l'espai circumdant, I’alteraci6é
de %, i, per tant, el parallelisme, tenen comportament
intrinsec, sigui la que es vulgui la linia de transport.

6. REPRESENTACIO ANALITICA

Es convenient procedir a un tractament sistematic
del paral'lelisme imaginant introduides en la superficie ¢
coordenades curvilinies qualsevols #,, x, i transformant (2)
per a donar-li altra expressi6 adequada.

Les coordenades cartesianes y, dels punts de ¢ sén
funcions ben determinades de x, i x,, i la superficie vindra
definida per

(3) y, = yy(xl ’ xz) (y =12, 3)

El quadrat de l'element lineal, és a dir, de la dis-
tancia de dos punts indefinidament proxims en la super-
ficie i corresponents als valors x; i x; 4 dx; (1 =1, 2),
val

3 2
(4) ds? = z vdy: = z ikag,dx;dxk .

En tot punt regular de la superficie, les ai: sén fun-
cions regulars de les coordenades, és a dir, finites, continues
i derivables quantes vegades es vulgui; la forma diferencial
quadratica és definida i positiva, etc.

Sigui un punt P de ¢ de coordenades curvilinies
x, %, 1 coordenades cartesianes y,; y, ¥y, funcions de les
primeres donades per (3). Una direcci6 superficial »
eixida de P és caracteritzada pels increments infinitesi-
mals dx, dx, en passar de P a un punt indefinidament
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proxim en la superficie ¢ movent-se en la direcci6 de u.
A tot parell de diferencials dx, dx, correspon una direccié
ben determinada; mes la reciproca no és certa, perqué una
direcci6 pot correspondre a infinits parells de dx, dx,
d’amplituds proporcionals. Per fer univoca la corres-
pondéncia, s’introdueixen els anomenats pardmetres de
direccid, és a dir,

dx,

u(l) = u(® =

dxy
_s' .

Aquests parametres, que es redueixen als cossinus
directors quan ¢ és plana i les x; x, sén coordenades car-
tesianes ortogonals, estan relacionats per l'equacié (4),
0 sia

2

(5) Y aautu® =1,
sk

I

que en el pla i fins en l'espai euclidi es redueix a la
coneguda propietat de ser igual a I la suma dels quadrats
dels cossinus.

La # pot interpretar-se com a direcci6 en I'espai cir-
cumdant; en aquesta accepci6 li corresponen tres cossinus
directors «, respecte dels eixos de referéncia y, essent les

d
«, les relacions Ey_"corresponents a l'element d’arc ds en
s

la direcci6 de #. Els increments dy poden expressar-se
en funcié dels increments dx; diferenciant la (3). Amb
la qual cosa, recordant la definicié6 de % 1 (),

~ ¥
6) a,=zi-3;i— i) .
I

De semblant manera es podrien deduir de les (3) les
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expressions de les components 3y; d’un desplagament
virtual 3P. Un tal desplagament en la superficie o
s’obtindra atribuint a x, i %, increments infinitésims
virtuals, és a dir, arbitraris 3x,, 3%, Pels quals, les
coordenades cartesianes y, tindran a llur torn els in-
crements

2
©) T . X

Bxk

Anem a procedir ara com en la definici6 de les
equacions classiques de Lagrange partint del principi de
les velocitats virtuals. Les valors (6) i (6") seran subs-
tituides en la férmula (2), i anul'lats els coeficients de
les arbitraries 3x;. Es a dir,

E da,3y, = 2 ax,,z zv T < e u(I)) =0

1, per tant,

}: 2’ Z,, d(a"" um)=o (k=1,2).

Aquestes equacions defineixen les valors de dufV, dul?,
és a dir, dels increments que experimenten els parametres
d’una direcci6 % quan és transportada per parallelisme
al llarg del cami elemental dx,, dx,. Hi figuren les ex-
pressions paramétriques de les coordenades cartesianes
y, (%, x,), de manera que no se’n dedueix, sense altra
transformacid, llur caracter necessariament intrinsec. Mes
és facil donar-los forma adequada, és a dir, tal que no hi
figurin altres elements fora dels que intervenen en I’expres-
si6 del ds2.
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Recordant, a l'efecte, l'expressié dels coeficients
a:x que resulta de (4)

. 3y, 3
Aip = “*"=Z -,
Y

x; °xp

i introduint els simbols de Christoffel de primera espécie

I /oay; Ba,-k Qai, )
a; [ —
bk 2 ( ax’ + o 9x;, ’

resulta
3 3
g o LV 8 ¥ 3, ] 3
k= "2 | ox; —, o T Ox ke, 5
3 3
—_— a ayv syv — a’ V ayv
ax,, Y 3x1 ax, axlax, axk
I I
i, per tant,

d %
¥ e a2

En virtut d’aquesta identitat i de la definici6 de ay;,
les dues equacions definidores del paral-lelisme esdevenen

2
z Gy dut?) +z 2 Gibk ulddx; = o (k=1,2),
)
b ¢ I

en la qual ja no hi ha rastre d’elements estranys a la
metrica superficial.

Convé, encara, que apareguin resoltes respecte de les
du, per a la qual cosa es multiplicaran ordenadament
per at*) ) i els resultats es sumaran ordenadament respecte

x. Les a(#) sén els coeficients de la forma quadratica reciproca
de 2 a8id¥,ax,  Una dlelles, vg. alik), és el complement algebric de
: k-
aix en el determinant a d’aquestes quantitats, després de dividir-ne el
valor pel d’aquest determinant.
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I'index .. Com que, per una propietat elemental dels
determinants,

2

Z N a,,ia(ki) = gjj (s.‘,' =0 per s :f: 1' ,&i=1I),

I

resulten, introduint el simbol de segona espécie de Chris-

toffel
sﬂ‘ll 2
L ) ks
li)_Zha( 241, -
I

les formules segiients:

= (I
LIRS W

uliddx; = o s=1,2),

que assenyalarem com a formes definitives de les equacions
diferencials del paral-lelisme. En aquestes equacions,
%) i u(® sén els parametres de la direcci6 que es trans-

porta, dx,, dx, defineixen el transport, i els simbols 2’.‘; ,

que sé6n funcions de la posicié del punt, depenen de la
meétrica en la varietat en qué s’opera.

Dels diferencials pot passar-se tot seguit a les deri-
vades, suposant que el cami dx,, dx, pertanyi a una corba
determinada T. Siguin

xi = %i(s) ¢t=1,2)

les equacions paramétriques de la corba, en les quals s &s
I'arc comptat a partir d’'un origen arbitrari. Per a un
transport elemental ds al llarg de T,

dx; = xds ,
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afecten amb un fndex les lletres que figuren derivades
respecte a s. Les equacions (7) dividides per ds donen

duls) - G . .
’ ) f = =
0) —g— Y feri=o  G=1,2).

Al llarg de T, les x i els j’;’;, aixi com les x’, s6n
funcions conegudes de la variable s. El sistema (7') és,
doncs, un sistema d’equacions diferencials lineals a qué
han de satisfer les funcions incognites #(*(s). Aplicant
ara els teoremes d’existéncia venim a retrobar analitica-
ment ¢o que geométricament és cosa d’evidéncia, és a
dir, que, donada una direccié arbitraria en la varietat
considerada eixint d’un punt P de T, les direccions paral-
leles en tot altre punt de la corba sén ja determinades.

7. TRANSPORT PER EQUIPOL'LENCIA. COMMUTABILITAT.

Ja s’ha advertit al nim. 2 com l'operacié geométrica
del transport per parallelisme superficial pot aplicar-se
tant a les direccions o vectors unitaris com als vectors
tangencials de llargada qualsevol. Es natural que per al
procés analitic sigui valid a la mateixa extensi6, ja que
un vector R tangent a ¢ és caracteritzat en direcci6 i
llargada en la meétrica de la varietat per dos elements
R® (sistema contravariant), elements proporcionals als
parametres () de la seva direcci6, amb la constant de
proporcionalitat igual a la seva amplitud R :

R6) = Ruld (1: =1, 2) )
i, aixi,
2
Z a4RORM = R2,
i

I
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Es convenient observar que aquests vectors tangen-
cials caracteritzats intrinsecament pels dos nimeros
R®, R™ provenen de la imatge geométrica d'un segment
disposat tangencialment a partir d’'un punt de la super-
ficie o, encara que el vector no estigui tot ell contingut
a la superficie, almenys en general. Si es tractés de
vectors infinitesimals, I'element del pla tangent al qual
pertanyerien es confon aleshores amb 1'element superficial
de ¢ al voltant de P, i aleshores si que es pot dir que
no surt de . Un vector tangencial infinitésim és, doncs,
com un desplagament dins de s. En tal cas, la llargada
R es redueix a la d’un element lineal, i les R6) = u(9 ds
poden identificar-se als increments dx; de les coordenades
curvilinies en passar de P a P,.

Sigui un vector tangencial de qualsevol llargada
(finita o infinitésima). Les equacions (7) en les quals
es substitueixen materialment les R0 a les (), és a dir,

®) RO+ "z".lg Rii)dx; = o G=1,2),

defineixen un transport per equipolléncia, perqué la
direccié del vector canvia segons la llei del paral‘lelisme,
mentre la llargada roman la mateixa.®

Establert aixo, siguin dos sistemes de diferencials
dx;, 3x; 1 els vectors infinitesimals corresponents (definits
en ¢) dP = PP, 3P = PP, )

Sigui df I'augment d’'un vector f o element subor-
dinat a ell, quan es passa de P a P, per equipolléncia
superficial. Atribuirem significat per I’estil a 3P respecte
al pas de P a P,. De la mateixa manera 43P sera l'in-

1. Per a la verificaci6 vegeu el paragraf 6 de la meva memoria
Nozione di parallelismo in una varietd qualungue, etc., «Rendiconti del
circolo mat. de Palermo», t. XLII, 1917, pags. 1-32.
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crement de 3P pel transport de P a P, i ddx; 'increment
subordinat en el seu sistema contravariant 3x;. Per a

oP jépmap

2 Q
aquest ltim la (8) déna

2

' b :
(9) ddx; = _z,‘z () dxjdx t=1,2).
I

El transport de dP desde P a P, donara lloc a l'in-
crement 3dP, i de manera semblant

==Y Ha
ddx; = E“” ax;8%;

Com que els simbols de Christoffel sén simétrics res-

B . . (it I .
ecte als indexs superiors, és a dir}” ! =$"! | canviant ma-
P p ti} (i}

terialment § per / en una de les sumes, resulta

de; = dei ,

és a dir, la llei de commutacid dels operadors d i 3.
Geomeétricament, el resultat és suceptible d’interpre-
tacié senzilla. Per a vectors infinitesimals, els elements
del sistema contravariant sén diferéncies de coordenades
homologues. Per tant, si x; sén les coordenades de P, el
punt P, tindra per coordenades x;+ dx;; el punt P,
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%+ ¥x:. Si és Q el punt de o, al qual s’arriba eixint
de P, el vector equipolllent a 3P, com que el sistema
contravariant d’aquest dltim és 3x; - d3x;, les coordenades
curvilinies de Q seran

xi + dx; + 3x; + ddx; t=1,2,

expressions que no alteren en canviar 4 per 3, de manera
que s’arriba al mateix punt Q, eixint de P; el vector
equipol'lent a dP. Pot dir-se de manera més expressiva,
que, per a vectors infinitesimals equipol-lents en la super-
ficie, val la regla del paral-lelogram.

Observacid. — En ¢o que precedeix es tenen en compte
quantitats de segon ordre del tipus d3x;, pero es desprecien
(@x:), (3%:)*. Si es vol tenir-ne en compte considerant els
vectors 8P, dP, com a vectors en l'espai, en tragar els
equipol'lents superficials per a P, i per a P, ja no
resulta un parallelogram, ni tan sols un quadrilater
tancat. Recordant, en efecte, la construcci6 en I’espai
de vectors equipol'lents superficialment (construccié indi-
cada en el nim. 3), es treu la conseqiiéncia que d3P
i 3dP, si bé tenen comi la direcci6 de la normal a la
superficie ¢ en el punt P, llurs llargades seran, en ge-
neral, diferents, ja que els tres punts P, Py, P, i els plans
tangents respectius @, ®,;, ®, no tenen @ priori altra re-
laci6 que la de ser indefinidament propers els uns dels
altres.

1. Es pot partir d’aquesta propietat per a establir intrinsecament
el paral-lelisme respecte de la métrica de o, prescindint de l'espai cir-
cumdant. E] mateix meétode s’aplica a les varietats V,, de # dimen-
sions. Cf. H. Weyl : Gravitation und Elekirizitdt, Sitsungsberichte dey
Preuss. Ak. der Wiss., 1918, pags. 465-480.
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8. SOBRE 1A VARIETAT D'UN NOMBRE QUALSEVOL
DE DIMENSIONS

Sigui V, una varietat abstracta de # dimensions
corresponent al continu numéric (¥,, %, ....., %), O més
precisament a un camp qualsevol d’aquest continu, al
qual vénen referides les consideracions que seguei-
xen.

Imaginem en V, una determinaci6 métrica donada per
la distancia ds entre dos punts x;i x; + dx; (1 = 1I, 2, ..., %)
indefinidament veins, la qual tingui la forma

”
ds? =2‘ka;,,dx;dx,,,

en qué les ai sé6n funcions de les coordenades x en V,;
funcions finites i continues, junt amb llurs derivades
primera i segona, i tals que la forma quadratica sigui
definida i positiva.

La varietat V, pot suposar-se sempre col'locada en
un espai euclidi, circumdant d'un nombre de dimen-

1(?—:_—1)). Es a dir, que

és possible (i en general ho és d’infinites maneres) intro-
duir N funcions de les x;.

sions prou alt N (no superior a

y,=y,(xl’xl’°":xn) (V=I,2,...,N)
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tal que resulti idénticament

.

N "
(x0) ds? = zvdy,’ = Z Girdidzy
b 4 z

Les N quantitats y, poden ser mirades com a co-
ordenades en un espai Sy de N dimensions; i fins com
a coordenades cartesianes del dit espai amb una métrica

euclidia per ser
N
ds* = Z At

Dintre Sy, considerem una varietat de # dimensions
que vingui definida per les equacions paramétriques

1II) ¥ =%, %5, o s %) v=1,2,..,N).

Segons la (10), selifa correspondre precisament la
meétrica V,, i la varietat (11) [0 una qualsevol de les
(xx) si hi ha diverses maneres d’escollir les N funcions y,]
podra considerar-se un model tangible de la V, si és que
pot anomenar-se tangible un espai de més de tres di-
mensions. Per a # = 2, N = 3 és el cas d’una varietat
de dues dimensions en un espai euclidi i el model tan-
gible de V, amb métrica determinada seria una superficie
¢ convenient en l'espai ordinari. Tot ¢o que s’ha esta-
blert en els capftols anteriors sobre paral-lelisme en ¢ po-
dria considerar-se estés a V,,.

Mitjangant (x1) i (10) és facil estendre la noci6 de
paral-lelisme a V, substituint a 2 el nimero# i a 3 el ni-
mero N.

Establert I'anterior, recordarem encara les genera-
litats segiients : tot sistema de diferencials dx; atribuit
a una determinada énnupla de valors de x;, fixa una
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direcci6 # eixida del punt P, que representa l’énnupla
o sistema de » valors x;. Si P, és el punt x; 4 dx; i dsés

Pelement lineal PP,, els nous parametres de direcci6
seran

dx; .
u(d)_._zs_‘. t=1,2,..,n).

Aquests parametres, en virtut de la (10), estan lligats
per la relaci6 quadratica
"
(12) Y candu® =1,

I

aniloga a la (5). Una direcci6 determina els seus para-

metres (en canvi no determina les diferencials dx;) i reci-

procament, en la hipdtesi que sigui valida la (12).
Donats els dx;, es coneixeran les valors de

”
(13) dyv = .——dxi (V= 1,2,.. ,N),
I

i les dy, aixi definides marquen una direccié en I’espai eu-
clidi Sy. Dita direcci6 sera indicada per «, simbol que a la
vegada considerem que representa el versor corresponent.
Les seves components sén els cossinus directors, o sia les

ds
Canviant ¢ en g, resulta

?
(14) —Z 2,

i 9,

relacions ﬂ"—= a, (parametres respecte a Sy) de (13).

De les (13) mateixes, canviant d en 3, f en &, és té

(x5) = Z - O e
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Amb aixd es tenen tots els elements per a definir
per analogia el transport P.V, d’una direcci6 #, des de
P a un punt indefinidament proxim P, per paral-lelisme
relatiu a V,, que aquest & el significat que atribuirem
a PV,

9. EXTENSIO DEL CONCEPTE DE PARAL'LELISME
FORMULES I PROPIETATS CONSEGUENTS

Per definir el parallelisme relatiu a una V,, és a dir,
a una superficie ¢ en I’espai ordinari, s’ha recorregut a la
desenrotllable circumscrita a ¢ al llarg d’una linia T. Per
a la V, manca un criteri semblant, perqué els oo ! espais
lineals (de #» dimensions) que existeixen en Sy tangents
a una V, al llarg d’'una linia T no fan, en general, per
(N > % + 1) unes varietats desenrotllables.

Mes és aplicable immediatament adhuc a les V, la
llei diferencial del paral-lelisme expressada per la (1), és
a dir (n.° 3), la segiient condicié6 geométrica : La paral-le-
la u, a u tragada per un punt P, infinitament proper
a P, ha de formar (prescindint d’infinitesimals d’ordre su-
perior al primer) el mateix angle que fa u amb qualsevol di-
reccid tangencial ©, (és a dir, situada en V,) que surti de P.

Si da s6n els increments desconeguts dels cossinus
directors de la direcci6 que s’ha de transportar per P.V,,
i 7, son els cossinus directors d’una direcci6 tangencial
qualsevol, la condici6 angular enunciada equival a

N
da,t, =
z,: @,T, = 0

Com en el nimero 4, les direccions = sén aquelles,
i sols aquelles, compatibles amb els lligams (11). Subs-
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tituint a les < les 3y» proporcionals, es podrd definir el
paral‘lelisme per I'equacié simbolica
N

(16) Y, dudy, =o

I

valida per tot desplacament virtual 3y» compatible amb
els lligams (1I1).

La férmula és analoga a la (2), que defineix el paral-
lelisme superficial, n’hi ha prou amb fer variar vde ra N
aqui, com allf variava de 1 a 3. La mateixa analogia
ofereixen les (14) i (15) en relaci6 amb les (5) i (6), amb la
diferéncia que els indexs varien entre 1 i #, mentre que
alli variaven entre 1 i 2. Tots els altres calculs poden
obtenir-se automaticament a la manera del nimero 6,
per a arribar a les noves equacions intrinseques del pa-
rallelisme que defineixen els increments du() dels para-
metres de direcci6 quan es passa per P.V, de P a P;:

() duth 4 E" {1“} wliddx; = o i=1,2,..n),
b 4

de forma idéntica a la (7) ja establerta per V,. Natural-
ment, aqui els simbols de Christoffel vénen en funci6 de les
a;; que intervenen en l'expressi6 de ds® en V,.

De la (I) pot passar-se sigui a l'equaci6 diferencial
d’un transport P.V, al llarg d’'una corba donada T, sigui
al transport per equipolléncia de vectors qualssevols (no
unitaris). El sistema diferencial lineal, generalitzant de

(7') és:

) = , )
I d:s +Zﬂ{7:}“(i)xi=o =1,2,..m),

sistema reductible a una forma tipica anomenada a de-
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terminant hemisimeétric que s’ha presentat en altres re-
cerques de cinematica i dinamica, havent estat objec-
te d'estudi sistematic de part de Eiesland,® Laura,®
Darboux,® Vessiot.(®

L’estudi directe del sistema (I’) i del seu adjunt porta
a demostrar per via analftica les propietats del paral-
lelisme en una V, que per la V, es dedueixen directament
de la definici6 geométrica : conservaci6é dels angles rela-
tius quan diverses direccions es transporten al llarg del
mateix cami; conservacié de la llargada o amplitud dels
vectors; autoparal‘lelisme de les geodésiques, etc. Com
a exemple comprovarem l'autoparal-lelisme referint per
a la resta als capitols 5 i 6 de la memoria esmentada en
el ndm. 7 (pag. 94).

Les equacions de segon ordre que defineixen totes
les geodésiques de V, per a les quals 3ds = o sén

" .
. e .
x,-[-z “{“x,x; 0 t=1,2,..n)
I

en les quals la variable independent és l'arc s. Si es
comparen amb les (I') es veu tot seguit que, en fer el
transport al llarg de la geodésica, la (I’) sén idénticament
satisfetes per

ul) = x; .

Es a dir que tota geodésica es manté parallela a si
mateixa, o, d’altra manera, la direcci6 d’'una geodésica
es conserva en tot punt parallela a la direccié inicial.

1. American Journal of Math., vol. XXVIII (1906), pp. 17-42.

2. Attidella R. Acc. delle Sciense di Torino, vol. XLII (1906-1907),
pp. 1089-1108; vol. XLIII (1907-1908), pp. 358-378.

3. Comptes Rendus, t. CXLVIII (primer semestre 190g), pp. 16-22,
673-679, 745-754-

4. Ibidem, pp. 332-335.
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I10. TEOREMA DE SEVERI

Donats que siguin P, P, i » podem considerar dins
V. el full determinat per les dues direccions (que su-
posem diferents) PP, i 4. Aixi mateix atendrem a la
superficie geodésica y de pol P tangent al dit full. La
# es pot transportar de P a P, per parallelisme en la
V, i també per parallelisme en la y. Severi ha demos-
trat que en tots dos casos s’obté la mateixa direccid,
Sense necessitat de cilcul es pot demostrar observant
que la coincidéncia és evident en el cas d’ésser V, euclidia,
en qué y es redueix al pla de PP, i ». Si V, és qualsevol
podem considerar-la referida a un sistema de coordenades
geodésiques de pol P, en el qual cas, per ser 3'3 igual
a zero, tant les equacions del parallelisme com les de les
geodésiques que eixin de P, es redueixen a la forma ele-
mental que els correspon en una varietat euclidia. Ara
bé : com que les paralleles a % tragades per P,, tant la
relativa a V, com la relativa a v, depenen de les equacions

del parallelisme i de les geodésiques amb valors de 2':;

en I'dnic punt P, la coincidéncia de les dues paralleles,
evident per la V, euclidia, és extensiva a V, qualsevol.

1. S'entenen per tals les curvilinies 2y, %4, ..., ¥y, que en la im-
mediata proximitat de P es comporten per a la meétrica de Vy, és
a dir, per l'expressi6 de ds? com si fossin coordenades cartesianes, ¢o
és, que els coeficients ai3 que els corresponen, si bé no sén constants,
adopten en P valors estacionaris, és a dir, tals que a P totes les de-

rivades de —X ;, per tant, els simbols de Christoffel s'anul'lin.

ax,
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IXI. ALGUNES FORMULES

Siguin ¢, i g, variables (reals) independents, C un
camp finit de valors d’aquelles, T el seu contorn, f(g; ¢,)
una funcié finita i continua en C incloent-hi T, i finites
i continues les seves derivades primeres. S6n ben co-
negudes les segiients férmules de transformaci6, en les
quals el sentit de recorregut del contorn és fixat a

priori:
/
ff% dm,=f/dq..
[ T
q y
ff‘é;:dﬁd%-_'"ffdﬁ'
\ [ T

Ordinariament, ¢, i ¢, s’interpreten com a coordenades
cartesianes d’un cert pla de representaci6, i el sentit es
fixa de tal manera que la direcci6 de propagaci6 faci
amb la normal interna # un sistema de dos eixos con-
gruent amb els coordenats. Poden eliminar-se els eixos,
subtituint-los un criteri local, vgr., el de pendre en son
lloc dues linies ¢, = constant, g, = constant, eixides d’'un
punt del contorn i en el sentit en qué creix en els
parametres ¢, 0 g,. Aquest conveni per a fixar el signe
del contorn té I'aventatge de poder interpretar ¢,, ¢ com
a coordenades curvilinies no sols en el pla, siné també
sobre una superficie o varietat V, de métrica qualsevol;
les identitats (17) subsisteixen sempre, naturalment.

Una segona observaci6é serd 1itil en referir-nos a

(x7)
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I’element d’area d’una varietat de dues dimensions com-
presa en V, de meétrica definida per

”
ds* = adxidxy,
Z: ik

Suposem concretament que es tracta d’'una superficie
¢ o un tros de superficie ¢ de V, definida parameétrica-
ment per

(x8) % =% (1,9 t=1,2,...m).

Si a partir d'un punt P de ¢ (és a dir, d'un parell
de valors donats de ¢, ¢,) es fa variar solament ¢, donant-li
un increment dg,, hom es desplaga sobre la linia g, = const.
i les x; reben increments

7 ,
ax; = — 1=1,2,..M).
1 3q1 d41 ( )

De semblant manera, variant tan sols g,, hom es
desplaga sobre la linia ¢, = const. amb increments per a
les x;:

9x;
axi = 7;' h’ o
Les llargades ds i 3s dels dos desplagaments sén

ds = pdg, , 3= pudq,,
en les quals

"
x‘ ax. ’ 3x‘ ax.
(x9) o, —2 an —— i E o % 0

A o, i pg se’ls atribuira el signe de dg, i dg,, respec-
tivament.
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Els parametres corresponents sén

. ax; , dx;
(§) = —— () = —.
£ ds ' 3s

i valen

. I 9% . I 9
(20) &) = — — | () = —
pr 9 K

P2 %

=1,2,...n)

En la meétrica de V,, les dues direccions de para-
metres &9, 1), o, per dir més abreujadament, les dues
direccions &, 4, formen un angle 3 definit per

”
Cos & = A E) (k) |
3 Zo‘k gl
I

En la métrica subordinada, en la superficie o, la
determinaci6 de I'angle entre les dues direccions és la
mateixa, i féra facil transformar I'expressi6 de cos 3, de
manera que no hi haguessin més que elements intrinsecs
de la métrica de s. Mes ara no farem altra cosa que
expressar, gracies a la noci6 geomeétrica, 'drea infinite-
simal Ao del quadrangle determinat per dos parells de
linies coordenades ¢, = const., g3 = const. i les imme-
diatament veines. Aquest quadrangle és assimilable a
" un parallelogram de costats ds, 3s, que formen entre si
I’angle 3. L’area n’és ds 3s sin 3, o sia

(@1) Ac = p,py sin 3 dg,dy, .
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I2. TRANSPORT CICLIC D’UNA DIRECCIS. CAS D’UN CICLE
INFINITESIM. DIFERENCIA ANGULAR. FGRMULA DE PERES.

Schouten,(® amb els seus métodes vectorials, i inde-
pendentment d’ell Pérés,(® han evidenciat la importancia
que té, per a caracteritzar les propietats geométriques
d’una V,, el transport d'una direcci6 al llarg d’un cicle
tancat. Per a l'estudi de les propietats locals en un
punt P, la consideraci6 del cicle infinitesimal presenta
grans aventatges. Indicaré el tractament de Pérés amb
lleugeres modificacions en el desenrotllament del calcul.

Sigui # la direcci6 de pardmetres »" (r =1, 2, .... 1)
que es vol transportar al llarg d’un cicle qualsevol T que
surt de Pitornaa P. Designant perdx: (R =1,2,....n)
les diferencials de les coordenades corresponents a un
element dT del cicle, les (" incrementen de du!? en el
transport elemental P.V, al llarg de dT. Les valors de
les dut? donades per la (I) podran escriure’s

”
Vik|
aul = — u()dxy r=1,2,..n).
Eih § y 2 )

Els increments totals Awl? relatius al cicle sencer,
és a dir, les diferéncies %" — ‘) entre els valors d’arri-

bada % i els de partida #!), seran

oo _ | S (it _
(22) Aut) = J};ﬂg’;u(‘)dx. r=1,2,..n)

1. Die divekte Analysis zur neucren Relativitdtstheorie, Verhande-
lingen dey K. Ak. van Wet. te Amsterdam, 1919, Decl. XII, ntm. 6; cfr.en
particular pp. 67-71.

2. Le parallélisme de M. Levi-Civita et la courbure riemannienne,
Rend. della R. Acc. dei Linces, vol. XXVII (primer semestre 1919),

PP- 425-428.
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Imaginem que per T passa un element superficial o,
del qual T sigui el contorn complet. La representaci6
paramétrica d’aquesta ¢ vindra expressada per (18), essent
C el camp de variabilitat dels dos pardmetres ¢, ig, (vegeu
el capitol anterior). Sobre de g, i, per tant, en el contorn
T, les (18) donen

Xy Xy

18’ Axy = —— + —_— .

(x8") "= g, dq, %, 0

Escrivint per senzillesa

”

”
0oy L 00 o Y ikl a1,
Ql - “{r}“’ aql ’ Qt - ‘k{y}u' 3q

2

la valor de Aul") es pot escriure
) (1)
(22') Aun = f (Ql dgy + Q, dq,) .
T

Les 4! de les quals suposem coneguts a P els valors
inicials %, queden definides pel transport per paral-
lelisme en tot punt de T; mes en l'interior del camp C
limitat per T cal examinar-ho préviament. En general,
com que les equacions de paral'lelisme no sén il'limita-
dament integrables, els valors de les %( en un punt Q de
C (deduits per parallelisme a partir de %) depenen
de Q i del cami seguit per a passar de P a Q. Mes si
el camp C és infinitesimal i prescindim dels infinitament
petits d’ordre segon respecte de la maxima dimensié del
camp, s’opera ja amb diferencials exactes.

En tal cas, la diferéncia entre les coordenades super-
ficials ¢, g, de P i les del punt Q de C poden presentar-
se sota la forma dg, dg,, és a dir, sén infinitesimals. Per
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la (18’) s’esdevé el mateix amb les diferéncies dx; entre
les coordenades de dos punts de V,. Resultant aixi per
la ) en el punt Q les valors #%) provinents del transport
elemental P.V, a partir de P, aixo és, «) + dul); de tal
manera que en les du) s’atribueixi a les () el mateix
que als simbols de Christoffel llur determinacié en P.

Ja en aquest ordre d’aproximacions, les ug) sén assi-
milables a funcions uniformes del punt Q (lineals en
dqy, dqy) finites i continues, aix{ com les derivades pri-
meres per respecte a ¢, g, En el cas d'un camp C infi-
nitesimal podem, doncs, considerar les Q,¢, Q4" com a
funcions finites i continues, junt amb les derivades res-
pecte a ¢, i ;. Essent aixi les funcions Q,¢) i Q,, sén
aplicables les férmules (17), i a la integral de contorn en la
(22’) podra ser substituit un integral estés al camp C

, 3Q(;) 3Q(;)
@) sur = [ [t 55
C

En el calcul de les derivades de Q respecte a ¢, i ¢,
cal recordar que els simbols de Christoffel depenen de
les ¢ mitjangant de les #, i, per tant, per les equacions
(x8), mentre les derivades de les %% vénen donades per les
equacions de parallelisme (I) referides, com s’ha vist,
al punt P.

Escrivim de nou la (I)

n
Ih
dut) = _2' { _}u(‘)dx,.
- 1L Y

Variant solament g,, es dedueix

R PR TR




110 Publicacions de I'Institut de Ciéncies

Altre se’n trobaria semblant fent variar solament g¢,.
Adoptant aquestes valors per a les derivades de les %(9,
i sobreentenent que tot ve referit a P (un cop feta la
derivaci6), resulta

(n)
] ” .
E’_'_hz- _a-gtkl.,,m m
%, . ik 3y 7 s

_i hkl %) 3x, _2 \sk) 9 Oa _

sk (r 391 9¢s ik fr 391%

» \’k »
_ "Z | L) 3x,, +2 gokg Vil ) 202 _
— ik axg N RYYRE4 (o 3g1 s

~ iRl
_Z“(’ u() —— 3q13q.

o bé canviant ¢ per / en la segona suma i traient factor

comi u(¥ — —

0% ____i uth 258 t % Z (thg Ik

— sk g1 s | TN

_2 {sk} P L
ik q: 2

QQ(

Ta,

q:
de ¢, i g, en el segon membre ja escrit. Convindra també
permutar, en la primera I, 5 per %, la qual cosa no al-

Per a tenir l'expressi6 de —— bastara el canvi



Qtiestions de Mecanica cldssica i relativista III

tera la valor, sind sols I’aspecte formal. En la diferéncia
QQ(;) GQ(;)
o, s

s’eliminen aixi els dltims sumands, podent treure en els
primers com a factor comi

Xy M

o, o

u(5)

Recordant ara la definicié dels sfmbols de Riemann
de segona espécie

a‘ih' azikc n . . oy ) .
oo 7) « [ (sn) yirl  (sk) \in)
Vir, k| = % om +Zu[(z$M"MM ’
resulta
39(;) _ aQ(;) _ n )ax_. o,

3, 9 Em{i” hpue 3, ¥,

Tenint en compte que C és infinitesimal, la integral
que figura en €l segon membre de (22’’) pot quedar reduida
a l’element tnic que es troba a I’entorn de P. Com que
és coneguda l’expressié6 de la funcié sota del signe, és a
209 agh) e
2, — —S’T pel punt P, despreciant indefinidament
petits d’ordre superior a 1’element dg, dg,, tindrem:

dir,

"
. ox3 ax,,
= 6 = 2 .
(23) Aul) = dg,dg, E s {ir, hk} u %

1 1 2
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Amb els sfmbols de primera espécie de Riemann
aij,» definits per

{ir, bk} = Z’ alagi g , .

la (23), tenint presents les (20) i (21) del niimero precedent,
déna:

A
23’ Aulr) = — Al @y, %) E®) g (B)
(23") n3 z ik ijaanth() £ (%)

Aquests sén els increments dels parametres () d’una
direcci6 # en el transport P.V, al llarg d’un cicle infini-
tesimal que comenga i acaba a P.

En la (23') intervé el cicle de transport pels tres
elements geométrics que el caracteritzen, i sé6n : les dues
direccions qualssevol §, v que determinen el full en el
qual es suposa tragat el cicle T, I’angle 3 comprés entre
elles, i I’Area Ac del cicle mesurada en la métrica de V,.

De la (23°) és dedueix tot seguit la férmula fonamental
que serveix per a establir la relaci6 entre paral'lelisme i
curvatura. Suposem una quarta direccié qualsevol v
eixint de P i de parametres »(). Sigui « I'angle entre
% i v, i examinem la variaci6 del seu cossinus quan u es
transporta per paral-lelisme al llarg del cicle que es con-
sidera.

Posant, per simplificar,

)
I

(en la qual expressid, v, sén els anomenats moments de
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la direcci6é v), la férmula del cossinus de 1’angle de dues
direccions, establerta en el nimero precedent, déna

”
_ (r)
cos @ = %' v, .
1 4
I

Considerant successivament la determinaci6 (arbitra-
ria) inicial i la d’arribada, i restant-les

”»
Acosa = Z AU, .
4
b ¢

Introduint per a les Au( les expressions (23°), i

observant que 217 ,alr) y, = o), resulta la férmula de Pérés

(24) Acosa__ I
24 Asc ~ sin

”»
@ig , an %09 o) ER) (R)
3 th K R
I

essent 3 1’angle entre & i 1.

I3. RELACIONS ENTRE PARAL'LELISME I CURVATURA

De la definicié dels simbols de Riemann resulta im-
mediatament

{37, bk} = — {7, kh}
i, per tant,

Aijshh = — Aij,hh

De la férmula de Pérés es poden deduir sense calcul
les relacions

s an Tt Qin,ai+ Cix,a=0,
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que, combinades amb les precedents, exhaureixen com-
pletament les propietats algébriques dels sfmbols de
Riemann, portant, com a conseqiiéncia, les identitats:

Bijhk = Bhsij = — Bji, (Y -

Sense detenir-me en aquest punt faré observar que,
si les dues direccions # i v es permuten, el segon membre
de (24) canvia de signe i, per tant, també A cos @, la qual
cosa, geométricament, no és cosa d’evidéncia. I com
a corolari, que si v i % sén coincidents, A cos @ = o, ¢o
que és evident, perqué essent Aq infinitament petit, A cos «
= — sin « Aa, i la determinacié « de 1’angle inicial, en
aquest cas és zero.

Per demostrar la importancia fonamental de la (24)
en relaci6 amb la curvatura de V,, comengarem per apli-
car-la al cas elemental de la superficie, # = 2. Els simbols
de Riemann s’anul'laran o queden reduits a l’esquema
@12,:. Es sabut que, introduint el discriminant de la
forma que expressa ds%:

a5 G1a
@31 Gay

a =

»

la curvatura K de Gauss per a V, val

K = fis1a
a

Rer altra part, la (24), en la qual &, 4 es suposin coin-
cident amb #, v, i, per tant, 3 amb «, es redueix a

%) 43|

o) 9®

Acosa _ 451y
Ao sen

1. V. Ricct : Sulla determinasione di varietd dotate di propyietd
intrinseche dale a priori. Nota seconda. Rend. della R. Acc. dei Lincei,
vol. XIX (segon semestre 1910), pag. 86.
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Observi’s que el producte dels dos determinants

a4 @ ) ul®@
Ay Gge () @’
fet per files, déna:
Uy Uy
Uy Uy

en queé

2 2
A}
u; = E ay u®) v =E a;v®)
] k
1 x

sén els moments de les direccions %, v. Multiplicant el
nou determinant per

u@®  u@
v p(®)

sempre per files, i recordant que

2 2

’ 2\ iU =1, E vol) =1,
x." . $
2 2

E #i () = E 4y, = cos a
+ 4
b 4

es reconeix que

a “ W1 cosal I — cos3 ¢ = sen? ¢
v v®|  |cosa 1| @= ’
De manera que, per ser A cos « = — sen zAa, resulta
finalment
Aa a,.
(25) — =L = Tmu oK,
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de la qual i de I’originaria definicié de « (com angle <x
entre % i v) és facil deduir una nova interpretacié de la
curvatura gaussiana d’una superficie : Sobre d’una super-
ficie qualsevol transporti’s per paral‘lelisme una direcci6 %,
eixida d’'un punt P, al llarg d’un cicle tancat. Sigui Ac
l'area del cicle, — Ax l'angle entre les dues determina-
cions de #, de la inicial a la final en el sentit de rotacié
corresponent a la direccié de propagaci6 al llarg del cicle.

La curvatura K en el punt P és —?.
g

Si es considera en -particular com a cicle tancat
un triangle geodésic (infinitesimal) s’arriba al célebre
teorema de Gauss sobre els triangles geodésics i la cur-
vatura integra en el cas limit d’'un triangle elemental.

Sigui ara una V, qualsevol. Fixades # i v, consi-
derem el full que els conté i la superficie geodésica y
de pol P tangent al dit full. Prenent & i n com a coin-
cidents amb %, v, i observant que, pel teorema de Severi, al
llarg del cicle infinitésim les paral-leles a ¥ en V, s6n

A
paral'leles també sobre ¢, es reconeix que — -A—a repre-
' [\

senta la curvatura K de y en P, i la férmula (24) d6éna

Aa I L
@) K=— 5 = oy D, gy w0000
I

Segons la definici6 de Riemann, aquesta K és la cur-
vatura de V, segons el full %, v.

Per altra part, el paral-lelisme al llarg del cicle es
pot referir directament a la V,, i déna sota la forma

Aa

As
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(respecte a la superficie geodésica auxiliar), una inter-
pretaci6 expressiva de la curvatura K.

De la simetria del segon membre de (26) respecte de
%, v es conclou que, si es transporta v en lloc de » al
llarg del mateix cicle, la variaci6 de I'angle és sempre Ac.

Aquestes consideracions fan compendre com, des del
punt de vista metodoldgic, convé pendre, per a amidar
la curvatura corresponent a una V, en un punt donat
d’ella, i segons un full determinat, la relaci6:

Aa
Ac °

La definici6 ordinaria es dedueix després sense calcul.

Per a ulteriors desenrotllaments em limitaré a referir
al lector a la ja esmentada memdria del T. LII del Circolo
Matematico di Palermo.




